Tema 4 - Anàlisi dimensional 


20 de novembre de 2019 

1 Introducció 

Sa filosofia de la metodologia va sorgir perquè en un moment donat sa varen preguntar els enginyers i físics sobretot, 
a la part de fluids, també és pot aplicar a altres temes com per exemple a la cinemàtica. 

Hem de dir que les equacions han d’ésser invariants front a sistemes de mesura. Si el nostre sistema de mesura 
en lloc de metres son pams llavors si nosaltres escrivim que la posició és: 

S = So + v-t (EnM.R.U.) 

Això ha d’ésser independent a sistema de mesura. Això és l’idea. 

Mentre S tengui unitat de longitud, So tengui unitat de longitud, velocitat v tengui unitat de longitud partit entre 
temps i el temps t unitat de temps, mentre això és doni, aquesta equació ha d’ésser invariant front a sistema de mesura. 

[S] = L 

[So] = L 

M = t = LT ~' 

[<] = T 

Les equacions han d’ésser invariants front a sistema de mesura. 

A partir d’aquí es varen adonar compta que si aquesta equació que tota ella, en aquest cas te dimensions de 
longitud, si aquesta equació s’escriu com una equació equivalent a on no tengui dimensions, es a dir s’hagi dimensi- 
onalitzat. Una manera de dimensionalitzar és: 

[| = 1 + g] No te unitats 



Adimensional 




Te dimensions 


No te dimensions 

S = So + v • t 

& 

So ~ + S 0 

Si donam valors: 



S'o = 5 m 

V = 5m/ S 

t = 2s 


S 1 1 5m/s-2í 

5m 1 ^ 5 m 

S — 5m T 5 m /s • 2s 



S = 45m 


S = 45 



No te unitats 


No te unitats. I la informació de l’esquerra és la mateixa que la de la dreta. 
És agafar tota l’equació i dividir entre la posició inicial (So). 

S = Sq + v • t 


Ji 

So 


Aleshores com que aquesta equació ha d’ésser universal independentment del sistema de mesura, perquè aquí el 
sistema de mesura esta normalitzat, no te unitats, a partir d’aquí va sortir l’anàlisi dimensional, i és plantejar totes les 
equacions sense dimensions, de tal manera que sigui valid per qualsevol sistema de mesura. 

Quin és el motiu pel qual pensam atacar els problemes? 

Ses equacions que descriuen un fenomen des d’un altre punt de vista. 

Des del punt de vista de les dimensions. Per què? 

Estam analitzant el fluid i es comportament d’es fluid és pot caracteritzar com: 


• Tenim dues maneres de com és comporta un fluid: 

- A) Equacions teòriques directes. És el que hem vist fins ara (Eq. de Bernoulli, Teorema de transport de 
Reynolds,...) mecànica clàssica. A vegades és complexe. 

Si atacam tots els problemes per aquí podria ésser que amb un paper i un bolígraf no ens amb sortirem. 
Per això hi ha els programes d’ordinador per fer càlculs. 

Exemple: Predir el temps que farà. 
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- B) Equacions experimentals. És a dir, si nosaltres observam un fenomen moltes vegades... Ara imaginam 
que estem en un laboratori observant el moviment de velocitat uniforme (M.R.U.). 

On tenim un objecte que es mou a velocitat constant i tenim un sistema de mesura de temps i longitud i 
ens diuen que no podem sortir del laboratori fins que no trobem una equació per trobar la seva posició en 
funció del nostre sistema de mesura, aleshores el que sa gent és va trobar es que a davant problemes molt 
complexos, ficar-se dins el laboratori i fer proves, treim aquestes mateixes equacions a base d’observació. 

No fa falta ser un fenomen en aplicar equacions de conservació si no que senzillament observar i veure que 

passa. Mitjançant l’experimentació. 

On a partir d’aquí surten les equacions empíriques. Això és l’opció A. 

Que implica? És molt barat (paper i bolígraf). Però les hores de pensar son cares. 

L’opció B és muntar un laboratori per muntar un experiment. 

Aleshores aquesta formulació implica de sempre de experiments. 

En aquest tema 4 no farem experiments però el que si farem serà imaginar-nos que hem fet l’experiment, 

aleshores resoldrem el problema en qüestió. 

Però ens hem d’imaginar que hem fet aquell experiment. 


2 Anàlisi dimensional 


Anàlisi dimensional, en que consisteix? 

Consisteix en agrupar les variables implicades en un fenomen en paràmetres adimensionals i expressar el 
problema amb la seva relació funcional d’aquests paràmetres. 


■ Exemple: Si tenim una certa massa (m) que és mou a velocitat constant (k) 

^ Vo = Ko 

* M.R.U. 


Aquest fenomen, de que pot dependre la seva posició ( S ) ? 

S=? 
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Hem de dir variables de les quals que pot dependre la seva posició. 


Pot dependre de: 

Temps (s) 


Posició inicial (So) 


Velocitat (v) 


Com que nosaltres sabem la solució: 

S = Sq T v • t 

Però a priori això no ho sabem, ens imaginam que és molt complexa de deduir. 

I ara és tracta d’agrupar tot això amb paràmetres adimensionals amb un procediment i trobar una funció que 
les relacioni. 

És a dir, una equació: 

- Exemple: 

A=B 

Y = V~ > x = 

^ Sp, ^ Sq ' 

Adimensional Adimensional 

I les relacioni totes elles; Aquest procediment ens permetria donar aquelles hipòtesis, que la posició S 
depèn d’aquestes tres variables (í,So, v). 

Aplicant el procediment que ara veurem, arribarem a l’equació final. 

S = So + v • r —» £- 0 = i + g 

Sense tenir idea de cinemàtica, simplement per dimensió. I tot sa fonamenta que les equacions han d’ésser 
universals independentment del sistema de mesura. 

Paràmetre adimensional 

Que és un paràmetre adimensional? 

És un conjunt de variables agrupades de tal manera que la dimensió és 1 (que no te dimensió). 

- Exemple: 
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Te dimensió 1, no te dimensions. 

Llavors aquest anàlisi, aquest procediment ens permetrà deduir equacions sense tenir idea en aquest cas, de 
cinemàtica, de l’altre manera no tenim ni idea de fluids. 

Simplement hem de identificar els paràmetres que intervenen, això és el difícil. 

- Exemple: Posició d’un solid en el moviment de velocitat uniforme (M.R.U.). 

Posició a l’espai ( S ) 

Trobar la posició a l’espai S? 


Variables que intervenen. 

No depèn de la temperatura. 

(Experimentació dins un laboratori) 

No depèn de la lluminositat. 


Posició inicial (So) 


Velocitat (v) 


Temps (t) 


Posició (S) 


A partir d’aquí, de quina manera les podem agrupar aquests paràmetres (4 variables) i formular paràmetres 
adimensionals, de quina manera? 

Si dividim S entre S'o => ^ = paràmetre Y que no te dimensions. 

Proposam que Jr = Y (adimensional). I agafam el paràmetre tenim el paràmetre X que tampoc te 
dimensions. 

Proposam ^ =X (adimensional). 

Esta clar que per passar de les variables en el valor unidimensional és una mica d’intuïció. 

Hem triat aquesta formulació, haguéssim pogut formular d’altres com Y — ^ però com que ha d’ésser 
una funció universal nosaltres proposam, i arribarem a alguna cosa que serà universal però hem d’arribar 
en el mateix lloc perquè en el final ha d’ésser independent, és universal. 
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Després veurem que hi ha un teorema que ens dius el nombre mínim de variables adimensionals que hem de 
posar, en aquest cas hem posat 2, podríem afegir una tercera però hi ha un teorema que limita les que hem de 
formular, en aquest cas el teorema ens diria que en dues variables adimensionals és suficient. 

Llavors si ara estem en el laboratori i definim que Y = Jr i X = 

Ara començam a fer mesures, a mesura longituds. 

A mesura que avançam el temps (fi, min, s), aleshores posam la velocitat que com és M.R.U. sempre serà la 
mateixa. 



Mesurat 

Mesurat 

Valors calculats 

So = 10m 

v = mesurat = k 

S = mesurat 

t M 

s 0 H 

V [ m /s] 

S[m) 

s 

So 

X 

0 

10 

5 

10 

1 

0 

i 

10 

5 

15 

1.5 

0.5 

2 

10 

5 

20 

2 

1 

3 

10 

5 

25 

2.5 

1.5 

4 

10 

5 

30 

3 

2 

5 

10 

5 

35 

3.5 

2.5 

6 

10 

5 

40 

4 

3 

7 

10 

5 

45 

4.5 

3.5 

8 

10 

5 

50 

5 

4 

9 

10 

5 

55 

5.5 

4.5 

10 

10 

5 

60 

6 

5 


I així anant passant el temps aniríem anotant la S perquè v és un constant (M.R.U.). 

Una vegada tenint la nostre taula de mesures experimentals, i tenint en compte que nosaltres no teníem ni idea 
de cinemàtica, calculam els valors de les variables unidimensional ^ i ^ (Y i X) que son variables arbitraries. 
Arribat aquí posam una funció respecta a l’altre (un paràmetre respecta a l’altre). 

Feim la gràfica dels paràmetres adimensionals relacionats entre ells. 
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vt/sO 


I veim que surt una recta exacte. 

Sembla que trobarem una equació universal. 


Y = f(x) 



I aquesta funció hem trobat que és una recta que te d’origen 1, és a dir que Y — 1 +x. 

Per què? 

Perquè aquesta pendent és de valor 1 (45°). 

I això és una equació universal que s’ha de complir per qualsevol sistema de mesura, sense tenir ni idea de 
cinemàtica. 

Aleshores si la meva solució és del tipus a + bx que és una recta, veim que a = 1 i la pendent (b) b = 1 i 
observaríem que això és independentment de la posició inicial (So) i de la velocitat (v). 

Si ara posam una altre v i una altre So, veuríem que sempre obtendríem aquesta relació universal. 

Si això s’ha de complir sempre, feim la substitució i trobam l’equació de cinemàtica. Sense tenir ni idea de 
cinemàtica. 
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Podria ésser que quan feim l’experiment en lloc de sortir una recta, ens sortís un munt de punts, que no és lineal 
i no podem extreure cap conclusió, no podem dir quina funció és aquest tipus de gràfica. Que voldria dir? 


Voldria dir que la nostre hipòtesis: Que S depèn de les tres variables no és certa, faltaria una més, per exemple: 
com podria ésser la temperatura. 

Tomaríem a agafar mesures i veuríem que tot això ja respon a una funció més coherent. 

3 Teorema n 

Primer anam a definir les magnituds fonamentals. 

Dins de la mecànica de fluids les fonamentals son: 


Magnitud fonamental 

Dimensió 

Mesura (S.I.) 

Massa 

M 

kg 

Longitud 

L 

m 

Temps 

T 

s 

Temperatura 

0 

°K 


Podríem afegir una altre, que és la carrega elèctrica, però a mecànica de fluids el que és la carrega d’un electró 
no pinta molt. Els fluids no tenen carrega. 

Si ara estem una assignatura de electromagnetisme, si que hauríem de posar una altre magnitud fonamental que 
seria el coulomb però en aquest cas amb aquestes quatre escriurem totes les altres. 

Que vol dir? 

Els nostres paràmetres és basen en les quatre magnituds fonamentals anteriors. 

És a dir, hem de tenir un sistema per mesurar massa, longitud, temps i un per mesurar temperatura. 

Amb una balança, un metre, un cronòmetre i un termòmetre ja podem fer tota la mecànica de fluids. 

Ara anam a veure magnituds derivades. Sa basen en les fonamentals. 

Exemple: Podem construir una velocitat que sa mesurarà en m/s i que te les unitats fonamentals de L ■ T~ l = Jb 


Magnitud derivada 

Dimensió 

Mesura (S.I.) 

Velocitat (v) 

LT~ l = j 

m/ s 

Pressió (V = f = 

= -T~ 2 

kg_ 

Densitat (p) 
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Força no és una magnitud fonamental. 


Força m ,-çt 
Superfície 

Sempre s’ha d’anar reduint fins arribar a les fonamentals (magnituds). 


Magnitud derivada 

Dimensió 

Mesura (S.I.) 

Viscositat (ju) 

^ =M·L- l ·T~ l 

ÈL 


Recordam que l’esforç és: 

M = [/*]• |J 

* = *■% 

Les derivades no afegeixen dimensions, això és el mateix que sa dimensió d’un esforç a d’ésser sa dimensió de 
la viscositat, dimensió de la velocitat i dimensió d’una posició. I l’esforç te les mateixes dimensions que la pressió. 


Magnitud derivada 

Dimensió 

Mesura (S.I.) 

Densitat (p) 

£ = m-l- 3 

kg 

n? 


Aquí en podríem posar moltes més però les principals son aquestes. 


3.1 Teorema % de Buckingham: 

Que ens diu; quants de paràmetres adimensionals hem de proposar. 

Existeixen un nombre donat de paràmetres adimensionals independents fitxat per un problema donat: 

I = N — R 

On N és el nombre total de variables que interven en el experiment (incloent la variable incògnita). 

I R és el nombre de dimensions fonamentals que intervenen. 

• En el cas anterior: 

í [s]=£ 
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[S 0 ]=L 
[v] =LT~ l 






Sabem que R son el nombre de dimensions fonamentals que intervenen: 

f L 

R = 2 { 

\ T 

Aleshores 

I = N — R 

1 — 4 — 2 

1 — 2 Per això nomes havíem de proposar 2 variables adimensionals (X i Y), les que nosaltres vulguem, sempre 
i quan siguin independents entre elles i siguin adimensionals. 

Aplicació d’un cas real: 

Suposam que tenim una esfera que esta penjada d’un fil (el fil és menyspreable) i posam l’esfera d’ins un riu 
amb aigua. Tenim un corrent d’aigua i que l’hi farà el corrent a l’esfera? 



Quina força rep l’esfera? 

Quina és la força de fregament? 

Que l’hi fa el fluid a damunt l’esfera? 

Resoldre aquest problema per equacions analítiques emprant el tema 1, 2 i el tema 3 és complicat. 
Aleshores anam a fer l’experiment que ens imaginam aquest cas concret (experimentació). 
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Tenim distintes mides d’esferes, el fluid pot tenir distintes viscositats, distintes densitats d’esferes,... etc. Tenim 
distintes combinacions per fer l’experiment. 


La nostre incògnita és trobar la força F que fa el fluid a damunt l’esfera: 



Proposam 

De quines variables pot dependre 

aquesta força F ? 

(W=?) 

- Massa de l’esfera (depèn de la densitat) 

- Densitat de l’esfera 

- Velocitat del fluid 

- Diàmetre de l’esfera 

- Longitud del cable 

- Viscositat del fluid 

- Densitat del fluid 

- Temperatura fluid (ho podríem posar) 


Quan experimentam, observam de manera qualitativa que: 


La força F nomes depèn 
de les següents variables 

(ÍV = 4) 


- Velocitat del fluid 


- Radi o diàmetre de l’esfera 


- Viscositat del fluid 


- Densitat del fluid 



Dimensions de cada variable significativa: 


F — M L T 2 (Incògnita) 
D = L 
p=ML ~ 3 
ll=M·L~ l ·T- 1 
v = LT~ l 


N — 5 


Aplicam el teorema n: 


I = N — R 


On N és el nombre total de variables que interven en el experiment (incloent la variable incògnita). 
I i? és el nombre de dimensions fonamentals que intervenen (variables fonamentals). 
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F =MLT ~ 2 
D = L 
p=ML ~ 3 
p=M L~ l T~ l 
v = LT~ l 


Ens fitxam que les variables fonamentals son: 


Massa = M 

Longitud — L ^ Per tant R = 3 
Temps = T 

1 = 5-3=2 


Quan I sigui més gran, el problema és més complicat de resoldre. 

Ara el que hem de fer és muntar paràmetres adimensionals. Per muntar paràmetres adimensionals, que serien 
suficient en dos, nomes hem de muntar dos. 

Tenim dues opcions: 

@ Les proposam i continuam amb el procés. 

@ Utilització del procediment que ens facilitara aquesta feina. 

Recordam que el pas 3 és la identificació de que R = 3 i el pas 4 és que 1 = 2. 

- Pas 5: 

Per determinar els paràmetres independents utilitzarem un mètode. 

Procediment del mètode de potencies: 

Que vol dir? 

Nosaltres en el final ens interessa trobar una / que depèn de les variables, en aquest cas: 

F = K ■ p a ■ fi b D c v d 
Com hipòtesis direm que aquesta dependència és amb potències. 

K = Constant, que no te dimensió (K = 1) 
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Llavors cada una de les variables elevat a una potència. 

Això és un procediment per no haver d’inventar-se els dos paràmetres adimensionals. És un procediment. 
Proposam la següent equació: 

F = K·p a ·n b ·D c ·v d 


K : Com que no te dimensió => AT = 1 
Substituïm per les seves dimensions. 

^ ^ ^ 

4 j| 4 # 4 

M L T ~ 2 = (. M-L- 3 ) a ■ (M·L- l ·T~ 1 ) b ■ L c ■ (L-T" 1 / 

Si la hipòtesis és vera. 


□ = □ 


Podem agrupar: 

M·L·T- 2 = (M·L~ 3 ) a ·(M·L- 1 ·T- l ) b ·L c ·(L·T- l ) d 


4 

M ■ LT~ 2 = M a ■ L~ 3a ■ M b ■ L~ b -T~ b ■ L c ■ L d T~ d 


Agrupam les potències, recordam les propietats de les potències: 

M a ·M b = M a+b 

M L T~ 2 = (M a+b ) ■ (L-3a+(-b)+c+d^j . ^ T -b+(-d) 
M L T- 2 = (M a+b ) ■ (ZT 3 a-b+c+dj . (j-b-d'j 

Ara que s’ha de complir? 

M = M a+b ^ 1 =a + b 

L = L -3a-b+c+d = ^ í = _ 3a _ b + c + d 

t -2 _ T -b-d _2 = -b-d 

Ara tenim un sistema d’equacions, 3 equacions amb 4 incògnites. 
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1 =a + b 


3 eq.l 1 = —3a — b + C + d 
-2=-b-d 


4 incògnites 


Sistema indeterminat. 

Aleshores una de les incògnites (arbitràriament) ha de quedar com un paràmetre. 
Triam que sigui la b. 

La a, la c i la d és posaran en funció de la b, és arbitrari. 



De la segona equació aïllam a c: 

1 = —3 a — b + c + d => c = +l + 3a + b — d 

Substituïm a i d: 

c = + l + 3a + b — d 


c = +l+3·(l-b)+b-(2-b) 
c = +1 + 3 — 3b + b — 2 + b 

c = 2 — b 

Ara que ja sabem els valors, substituïm a l’equació original: 

F = K·p a ·n b ·D c ·v d 

I a=l-b 
d = 2-b 
c = 2 — b 
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F = K·p í - b ·n b ·D 2 - b ·v 2 ~ b 

Arribats aquí, donat que l’exponent b és el que ens ha quedat lliure, agruparem tot el que te l’exponent b. 
F = K·p l - b ·p b ·D 2 - b ·v 2 ~ b 


4- 


| F = K ■ (p~ l ■ p- D~ l ■v~ 1 ) b ■ (p ■ D 2 - v 2 ) | 

Això seria la solució (trobar F i les variables que depenen). Aquí ja hem acabat. 


A continuació nomes seguirem un procediment per acabar d’explicar la teoria: 

Si ara amb l’expressió que hem obtinguda passam el terme (p • D 2 ■ v 2 ) a l’esquerra dividint. 

F = K·(p-'·lu·D- l ·v-') b ·(p·D 2 ·v 2 ) 

^=K·(p-'· l·í ·D-'·v-') b 


b 


On si ens fitxam = Re 1 , és el nombre de Reynolds invertit. 


Re = 


P-Dv 

P 


Re~ l = 


i _ fe.; 

P»' p-Dv 


Aleshores: 


b 


Substituïm: 




-^=KRe~ b 
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Per què estem aprofitant això? 

Perquè això és un exercici d’una esfera amb un corrent d’un fluid, si aquest mateix exercici en lloc d’una esfera 
posam un cub o un perfil alar (ala), el que sigui, en el final agaféssim l’experiment que agaféssim, ens trobaríem 
que surt que és un paràmetre adimensional que surt molt a la mecànica de fluids. 

On el senyor Reynolds el va batiar amb el seu nom. 

El nombre de Reynolds és precisament la inversa de: 


Re= l· - 


És un nombre adimensional i que sa repeteix moltíssim a la mecànica de fluids. 
Continuant amb el procés teòric: 

F — K ■ Re~ b ■ [p -D 2 ■ v 2 ) 


p D 2 v 2 


2 = K ■ Re 


És adimensionals 

F _ 
p-D 2 v 1 

mkg 

s 2 Newtons 

mkg Newstons 

_= 



On veim que aquí ja tenim els dos paràmetres independents adimensionals. 

{ * Re~ b 

* 

Arribat aquí, sa nostre hipòtesis és que la força (F) que rep l’esfera és una constant (K) per el nombre de 
Reynolds elevat a menys b i per (p-D 2 ■ v 2 ). 

Aquí tenim una taula d’aquest experiment. 
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vh/s] 

F 

F 

p·D 2 ·v 2 · 

Re=?p 

0.001 

6.11 • 10“ 7 

0.16965 

56 

0.002 

1.22 • 10 -6 

0.08482 

111 

0.003 

1.83 • 10“ 6 

0.05655 

167 

0.004 

2.44-10- 6 

0.04241 

222 

0.005 

3.05 • 10“ 6 

0.03393 

278 

0.006 

3.66 10- 6 

0.02827 

333 

0.007 

4.28-10- 6 

0.02424 

389 

0.008 

4.89-10- 6 

0.02121 

444 

0.009 

5.5-10- 6 

0.01885 

500 

0.01 

6.11 -10“ 6 

0.01696 

556 

0.011 

6.72-10- 6 

0.01542 

611 

0.012 

7.33 -10- 6 

0.01414 

667 

0.013 

7.94 • 10 -6 

0.01305 

722 

0.014 

8.55-10- 6 

0.01212 

778 

0.015 

9.16 • 10“ 6 

0.01131 

833 

0.016 

9.77-10- 6 

0.01060 

889 

0.017 

1.04 10- 5 

0.00998 

944 

0.018 

1.1 -10“ 5 

0.00942 

1000 


Si ajustam aquest resultat a una funció hipèrbola (□ 1 ), obtenim el mateix. 
(Ajust de mínims quadrats). 
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On obtenim que b — 1 i K = 9.4248 = 3-n 

Aleshores: 


F = K-Re~ b ■ p D 2 v 2 


b= 1 


F = 3 n-Re 1 p D 2 v 2 


F=^PD 2 


Per tant podem deduir que la força = força d’arrossegament és sense tenir ni idea de física. 


Existeixen nombrosos paràmetres adimensionals. 
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Grups adimensionals en la mecànica de fluids 

Adimensionals 

Nombre 

Interpretació física 

Tipus d’aplicació 

Pv-L 

Reynolds, Re 

Forces inercials 

Forces viscoses 

Important en la majoria d’aplicacions 


Freude, Fr 

Forces inercials 

Forces gravitacionals 

Flux amb superfícies lliures 

pV 

Euler, Eu 

Forces de pressió 

Forces inercials 

Si interessa la pressió o les seves diferencies 

, P.v 1 

W'. 

Cauchy, Ca 

Forces inercials 

Forces de compressibilitat 

La compressibilitat del flux és importat 

| 

Mach, M 

Forces inercials 

Forces de compressibilitat 

La compressibilitat del flux és importat 

(O-L 

Stroudhal, St 

Forces d’inèrcial local 
Forces inercials convectives 

Fluxos no permanents amb freqüència d’oscil·lació 

p^L 

<7 

Weber, We 

Forces inercials 

Forces de tensió superficial 

La tensió superficial és important 
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